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hen basieren funktionale Spra
hen ni
htauf S
hleifen und Zuweisungen. Stattdessen besteht die Ausf�uhrungssemantik im wesent-li
hen aus Ersetzungs- und Reduktionsregeln, mit denen ein Ausdru
k ausgewertet wird.Diese Auswertung kann na
h strikten und na
h ni
ht-strikten S
hemata dur
hgef�uhrtwerden. Strikte Auswertung bedeutet, dass im innersten Teilterm der am weitesten linksstehende Ausdru
k als n�a
hstes ausgewertet wird. Als einf�uhrendes Beispiel sei eine einfa-
he Funktion zu Bere
hnung des Quadrates einer Zahl angegeben. Diese Bere
hnung l�asstsi
h f�ur beliebige Zahlen dur
h die folgende Termreduktionsglei
hung angeben:square(x) = x*xDie Funktion "*" sei f�ur Zahlen wie gewohnt de�niert. Die Auswertung eines Ausdru
kssquare(square(4)) beispielsweise ist dann dur
h Anwendung der Reduktionsregel m�ogli
h.Die Auswertung dieses Ausdru
ks ist jedo
h ni
ht eindeutig. Der Ausdru
k kann dabei2



z.B. strikt oder ni
ht-strikt ausgewertet werden, wie der in Abbildung 1 dargestellte Aus-wertungsbaum verdeutli
ht. Auf Grund der F�ulle der Auswertungsm�ogli
hkeiten sei hiernur eine Auswahl der M�ogli
hkeiten angegeben.square(square(4))
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htsAbbildung 1: Auswertungsbaum des Ausdru
ks square(square(4))Die Auswertung eines funktionalen Ausdru
ks erfolgt bei funktionalen Compilern in derRegel na
h ni
ht-strikten S
hemata. Jeder Knoten des Auswertungsbaums kann wiederumals Termersetzungsgraph angesehen werden. Exemplaris
h sei ein ni
ht-strikter Pfad desAuswertungsbaums mit Hilfe von Termersetzungsgraphen in Abbildung 2 dargestellt. Diesquare
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) 16 : : :4 4 4Abbildung 2: Termersetzungsgraphen f�ur einen AuswertungspfadAuswertungsstrategie auf dem Termersetzungsgraph bestimmt dabei ledigli
h die Aus-wertungsstelle der n�a
hsten Regel. Anhand des obigen Beispiels kann man si
h vorstellen,dass bei der Auswertung funktionaler Ausdr�u
ke, egal, ob �uber einen Termersetzungs-graph oder einen abstrakten Syntaxbaum, sehr s
hnell Graphstrukturen entstehen. Daherlassen si
h funktionale Ausdr�u
ke au
h mittels Graphreduktion auswerten.Diese Arbeit f�uhrt zun�a
hst in den �-Kalk�ul mit seiner Syntax und seinen Reduktions-und Auswertungsregeln ein. Dieser Kalk�ul stellt die Basis aller funktionalen Program-mierspra
hen dar. Auf Basis der Ausdr�u
ke dieses Kalk�uls soll der Aufbau eines Auswer-tungsgraphen betra
htet werden, der auf dem abstrakten Syntaxbaum aufbaut.Die so erzeugten Graphen zur Auswertung der funktionalen Ausdr�u
ke dienen als Grund-lage der Auswertung mit der sogenannten G-Mas
hine, die im Kapitel 3 vorgestellt wird3

und mit deren Ansatz ein Graph mit imperativen Code ausgewertet und das Ergebnis derAuswertung eÆzient bestimmt werden kann.Eine optimiertes G-Mas
hinen-Konzept wird abs
hlie�end in Kapitel 4 betra
htet: dieSTG-Mas
hine. Die Erweiterungen und Abgrenzungen zur G-Mas
hine werden kurz vor-gestellt. Au�erdem wird kurz auf die Syntax der Mas
hine eingegangen und der �Ubergangvom �-Kalk�ul zur STG-Spra
he gezeigt, auf der die STG-Mas
hine operiert.2 Der �-Kalk�ul als Basis funktionaler Programmier-spra
henDer �-Kalk�ul wurde von Chur
h no
h vor allen Programmierspra
hen entwi
kelt. Chur
hnutze ihn als Formalisierung des Begri�s Bere
henbarkeit. Insbesondere bildet der �-Kalk�ul die Grundlage funktionaler Programmierspra
hen. Funktionale Programmierspra-
hen k�onnen als syntaktis
he und vor allem lesbarere Varianten des �-Kalk�uls angesehenwerden. Jedes funktionale Programm l�asst si
h demna
h in den Kalk�ul �uberf�uhren, so dassdie einfa
he Spra
he des �-Kalk�uls eine vollwertige Programmierspra
he darstellt. Im wei-teren Verlauf der Arbeit wird mit dem �-Kalk�ul der �Ubergang von funktionalen Spra
henzum Auswertungsgraph f�ur die G-Mas
hine und der STG-Spra
he der STG-Mas
hineverdeutli
ht. Im folgenden seien die Syntax und die Reduktionsregeln kurz vorgestellt.2.1 Syntax des �-Kalk�ulsDie Syntax des �-Kalk�uls ist die Spra
he der �-Terme. Die Menge der �-Terme � istde�niert als kleinste Menge f�ur die gilt:� C � �C bezei
hne dabei eine Menge von Konstanten. Konstanten sind �-Terme.� V � �V ist eine (abz�ahlbar unendli
he) Menge von Variablen. Variablen sind �-Terme.� (t1t2) 2 �, falls gilt: t1; t2 2 �Terme der Form (t1t2) werden au
h als Applikationen (oder Anwendungen) bezei
h-net, da sie semantis
h gesehen den Term t1 auf t2 anwenden.� �x:t 2 �, falls gilt: x 2 V und t 2 �Terme der Form �x:t hei�en Abstraktionen und repr�asentieren anonyme Funktionen.Die Bedeutung eines sol
hen Terms ist die Funktion, die jeden Wert x auf den Wertvon t abbildet.Zur Vereinfa
hung der S
hreibweise gelten die folgenden Konventionen: Anwendungenassoziieren na
h links, so dass der Term (t1t2t3) f�ur ((t1t2)t3) steht. Der Wirkungsberei
heines � erstre
kt si
h soweit wie m�ogli
h na
h re
hts. Ein Term �x:�y:t wird kurz nur�xy:t ges
hrieben.Als Beispiel f�ur einen konkreten �-Term sei hier das Beispiel square(x)=x*x aus derEinleitung no
h einmal aufgegri�en. Als �-Term s
hreibt man die Glei
hung wie folgt:�x:x � x 4



Der �-Kalk�ul sieht au
h das Konzept der freien Variablen vor, wel
hes au
h in vielenfunktionalen Spra
hen zu �nden ist. Eine Variable in einem Term hei�t frei, wenn sieni
ht dur
h ein dar�uber stehendes � gebunden wird. Ein Term t hei�t ges
hlossen, wenndie Menge der freien Variablen des Terms leer ist. Die Menge der freien Variablen eines�-Terms kann wie folgt formal bes
hrieben werden:� free(
) = ; f�ur alle 
 2 C� free(x) = fxg f�ur alle x 2 V� free(t1t2) =free(t1) [ free(t2) f�ur alle t1; t2 2 �� free(�x:t) =free(t) n fxg f�ur alle x 2 V, t 2 �Abs
hlie�end sei no
h die Substitution eingef�uhrt. Eine Substitution ersetzt alle freienVorkommen einer Variable x dur
h einen Term t. Die S
hreibweise r[x=t℄ bezei
hnet alsodie Ersetzung von x dur
h t in einem Term r. Allgemein sei die Substitution f�ur aller; t 2 � und alle x 2 V wie folgt de�niert:� y[x=t℄ = (t falls y = xy falls y 2 V �[ C; x 6= y� (r1r2)[x=t℄ = (r1[x=t℄r2[x=t℄) f�ur alle r1; r2 2 �� (�x:r)[x=t℄ = �x:r� (�y:r)[x=t℄ = (�y:(r[x=t℄) falls y 6= x; y =2 free(t)�y0:(r[y=y0℄[x=t℄) falls y 6= x; y 2 free(t); y0 =2 free(t)Mit Hilfe dieser De�nitionen k�onnen nun funktionale Programme bes
hrieben werden.2.2 ReduktionsregelnUm die na
h den oben angegebenen De�nitionen konstruierten �-Terme auszuwerten,bedarf es einiger Reduktionsregeln, na
h denen bei der Auswertung vorgegangen wird.Im folgende Abs
hnitt soll einen kurzen �Uberbli
k �uber die wi
htigsten Reduktionsregelngegeben werden.Die einfa
hste Form der Reduktion ist die �-Reduktion, au
h �-Konversion genannt.Diese Reduktion erlaubt ledigli
h, gebundene Variablen umzubenennen. Dabei ist daraufzu a
hten, dass bei der Umbenennung keine Variablen eingef�uhrt werden, die bereits freiim Ausdru
k vorkommen. Ein Beispiel f�ur einen S
hritt der �-Reduktion ist die folgendeReduktion: �xy:x � y !� �xz:x � zEine weitere Reduktionsregel ist die �-Reduktion. Sie erlaubt die Anwendung der �-Abstraktion auf beliebige Terme. Eine �-Abstraktion �x:t wird auf ein Argument r an-gewendet. Die Reduktion ges
hieht dabei dur
h die Substitution aller Vorkommen dergebundenen Variable x im Rumpf t dur
h r. Dabei werden die Regeln der Substitutionbea
htet. Vor der Substitution muss ggf. eine �-Reduktion dur
hgef�uhrt werden, also ei-ne Umbenennung der gebundenen Variable x, damit es dur
h die �-Reduktion ni
ht zu5

einer Kollision der Bezei
hner kommt. Formal l�asst si
h die �-Reduktion wie folgt de�-nieren: (�x:t)r !� t[x=r℄. Als konkretes Beispiel sei die folgende �-Reduktion angef�uhrt:(�x y:x+ y) 2 !� �y:2 + yEine dritte wi
htige Reduktionsregel ist die Æ-Reduktion. Hier wird auf einen �-Teilausdru
keine Regel Æ angewendet, die in einer Æ-Regelmenge de�niert ist. Darunter fallen u.a. Re-geln um beispielsweise eine Addtion mit dem Funktionssymbol + und zwei Konstantenauszuwerten. Beispiel: (+ 3 4)!Æ 7, vorausgesetzt, dass f�ur das Funktionssymbol + eineentspre
hende Regel in der zugeh�origen Æ-Regelmenge de�niert ist.Als f�ur die Graphreduktion mit der STG-Mas
hine (vgl. Kapitel 4) wi
htige Normal-form eines �-Ausdru
ks sei no
h die Kopf-Normalform eines �-Ausdru
ks de�niert. Ein�-Ausdru
k L liegt in Kopf-Normalform vor, wenn gilt:L = �x1x : : : xn:(vM1 : : :Mm)Dabei ist m;n � 0, v ein Funktions- oder Datenwert und (vM1 : : :Mp); p � m keinreduzierbarer Ausdru
k. F�ur den Fall n = 0 hat L die Form L = vM1 : : :Mm.2.3 Darstellung der �-Ausdr�u
ke als Graph�-Terme lassen si
h alternativ zu ihrer formalen Darstellung au
h als Graph angeben, aufdem dann die Auswertung des Ausdru
ks in Form einer Graphreduktion vorgenommenwerden kann. Dabei stellt dieser Graph am Anfang den abstrakten Syntaxbaum des Aus-dru
ks dar. Im Zuge der Reduktion entstehen dann "e
hte" Graphen, die ni
ht zwingendzykelfrei sind.Bei der Graphdarstellung unters
heidet man zwis
hen Bl�attern, Applikationsknoten undAbstraktionsknoten. In den Bl�attern werden Variablen, Konstanten und elementare Funk-tionen dargestellt. Ein Applikationsknoten (er wird mit einem "�" dargestellt) hat zweiS�ohne entspre
hend der beiden Teilausdr�u
ke. Ein Abstraktionsknoten (er wird mit ei-nem "�" markiert) hat ebenfalls zwei S�ohne: eine Variable, die gebunden wird und einenRumpf.Als Beispiel sie hier wieder der Ausdru
k square(x)=x*x verwendet, wel
her als �-Ausdru
k wie folgt dargestellt werden kann: �x:x � x. Der zugeh�orige Graph ist in Ab-bildung 3 dargestellt. Bei der Auswertung eines Ausdru
ks wird na
h der ni
ht-strikten�
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x* xAbbildung 3: Beispielgraphleftmost-outermost Strategie vorgegangen: den n�a
hsten auszuwertenden Graphknoten6



�ndet man dann, indem man von der Wurzel ausgehend solange na
h links geht, bis manauf den ersten Ni
ht-Applikationsknoten tri�t. Dessen Vater (logis
herweise ein Applikati-onsknoten) stellt den n�a
hsten auszuwertenden Redex ("redu
able expression") dar. Die"linke Au�enkante" des Graphen wird au
h als R�u
kgrat (engl. spine) des Graphen be-zei
hnet. Rekursionen k�onnen dur
h zyklis
he Graphen dargestellt werden, wobei jedo
hauf eine Abru
hbedingung der Rekursion au
h im Graphen zu a
hten ist.Im folgenden Abs
hnitt sei nun betra
htet, wie die Reduktionsregeln des �-Kalk�uls ad�aquatauf den Graphen angewendet werden k�onnen. Im Falle der �-Reduktion ist dieses trivial,da die Reduktion ledigli
h eine Umbenennung gebundener Variablen vornimmt. Demna
hm�ussen au
h im Graphen die entspre
henden Knoten umbenannt werden.Die �-Reduktion hingegen ist etwas komplexer. Um die Reduktion im Graphen dur
h-zuf�uhren, muss in einem Redex (�x:E)A jeder x-Knoten in E dur
h den A-Graphenersetzt werden. Wegen eines m�ogli
hen Mehrfa
hausftretens von x-Knoten in E wird derA-Graph jedo
h ni
ht einfa
h kopiert. Man vers
hmilzt zun�a
hst die x-Knoten, so dassder entstehende Knoten einmal dur
h A ersetzt wird. Der Applikationsknoten wird ab-s
hlie�end dur
h den E-Wurzelknoten ersetzt. So wird der Baum au
h zu einem "e
h-ten" Graphen. Hier erkennt man im Graphen die Strategie der lazy evaluation, die be-sagt, dass ein Teilausdru
k erst dann ausgewertet wird, wenn er f�ur die Auswertung des�ubergeordneten Ausdru
ks ben�otigt wird. Die Auswertung �ndet jedo
h nur ein einzigesMal statt. Diese Auswertungsstrategie wird in vielen funktionalen Spra
hen angewendet(z.B. Haskell). Als Beispiel sei folgender �-Ausdru
k gegeben: (�f:�x:f(f x))(�x:x � x) 4Daraus resultiert der Graph aus Abbildung 4. Na
h dem bes
hriebenen Verfahren der �-�
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> * xf xAbbildung 4: Graph des Ausdru
ks (�f:�x:f(f x))(�x:x � x) 4Reduktion auf den Graph angewandt auf den mit * gekennzei
hneten Applikationsknoten,m�ussen nun zun�a
hst die beiden f -Knoten im Rumpf vers
hmolzen werden (Abbildung5). Ans
hlie�end werden sie dur
h den (�x:x + 1)-Graph ersetzt. Zum S
hluss wird derApplikationsknoten dur
h seinen linken Na
hfolger ersetzt. Der Abstraktionsknoten von7

f entf�allt, da diese Abstraktion in diesem S
hritt dur
hgef�uhrt wurde. Das Ergebnis istdann der Graph in Abbildung 6.: : :
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x* xAbbildung 6: Na
h �-Reduktion reduzierter GraphDie Anwendung der Æ-Reduktion ist ebenfalls trivial, da gem�a� der Regeln aus der Æ-Regelmenge ein Redex ausgewertet und im Graph dur
h das entspre
hende Ergebnis er-setzt werden kann. Ein Teilausdru
k (+ 3 1) kann im Graph direkt zu 4 ersetzt werden,wenn diese Regel in der Æ-Regelmenge vorhanden ist.Bei der Anwendung und Umsetzung z.B. der �-Reduktion auf einen Ausdru
k bzw. des-sen Graphen sieht man sehr s
hnell den gro�en Na
hteil dieser Auswertungsmethode: esk�onnen s
hon f�ur kleine Ausdr�u
ke sehr s
hnell re
ht gro�e Auswertungsgraphen entste-hen. Es muss also ein eÆzienterer Ansatz gefunden werden. Eine M�ogli
hkeit wird imfolgenden Kapitel vorgestellt. 8



3 Die G-Mas
hine: ein Auswertungsmodell funktio-naler ProgrammeF�ur die Auswertung funktionaler Programme wurden diverse Mas
hinenmodelle entwi
kelt.Als Meilenstein unter diesen Mas
hinenmodellen wird in der Literatur die sogenannteG-Mas
hine genannt (G steht dabei f�ur Graph). Die Idee der G-Mas
hine basiert aufder �Ubersetzung von Ausdr�u
ken des funktionalen Programms in sogenannten G-Code,einen abstrakten Mas
hinen
ode. Dieser Code erzeugt bei seiner Ausf�uhrung Instanzender Ausdr�u
ke, so dass eine s
hnelle Umsetzung der Graphreduktion gew�ahrleistet ist.Auf diese Art und Weise erspart man si
h das Dur
hlaufen des gesamten Syntaxbaumsin jeder Instanz des Ausdru
ks. Die Mas
hine dur
hl�auft dann diesen G-Code und liefertso eine eÆziente Auswertung des Ausdru
ks. Der funktionale Ausdru
k muss mit einemG-Mas
hinen-Compiler in G-Code �ubersetzt werden.3.1 Die KombinatorformAls Basis der Auswertung mit der G-Mas
hine dient ein funktionaler Ausdru
k, der inder sogenannten Kombinatorform vorliegt. Der Grund, warum man ni
ht die bisher be-kannte Form verwendet, l�asst si
h an einem Beispiel verdeutli
hen. Im vorherigen Kapitelwurde die Umsetzung der Reduktionen des �-Kak�uls auf einen Auswertungsgraphen ba-sierend auf dem abstrakten Syntaxbaum erl�autert. Die dort bes
hriebene �-Reduktion hateinen Na
hteil, den man erkennt, wenn man den Term square(square(4)) aus Kapitel1 auswertet. Als �-Term ges
hrieben ergibt si
h der folgende Ausdru
k f�ur den Term:(�f x:f(f x)) (�x:x � x) 4Bei der Auswertung na
h dem in Kapitel 2 bes
hriebenen Verfahren entsteht na
h nur zweiReduktionss
hritten der Graph aus Abbildung 7. In diesem Graph sieht man, dass f�ur den�

��~~
~~

~~
~~

��@
@@

@@
@@�

����
��

��
��

��@
@@

@@
@@

@ �oo

��>
>>

>>
>>x �

��~~
~~

~~
~

��@
@@

@@
@@

@ 4�

����
��

��
��

��?
??

??
??

?

x* xAbbildung 7: Graph na
h zwei Reduktionss
hrittenn�a
hsten Reduktionss
hritt ein Kopie des Rumpfes der Funktion angelegt werden muss,da bei der Auswertung des ersten Redex bereits eine Querverbindung zum zweiten Redexbesteht, der �-Ausdru
k also mehrfa
h verwendet wird. Der Grund liegt im Vorkommenvon freien Variablen (in diesem Fall Variablen, die weiter au�en gebunden sind). F�ur9

eine korrekte Auswertung muss also eine Kopie des Redex angelegt werden. Um dieseineÆziente Notwendigkeit des Kopierens zu eliminieren, wird bei den auszuwertendenAusdr�u
ken die Kombinatorform verwendet.Die Idee der Kombinatorform ist jetzt, freie Variablen zu eliminieren, da diese f�ur obigesPh�anomen verantwortli
h sind. Man kann nun na
h einem Satz aus der kombinatoris
henLogik vorgehen, der besagt, dass jeder funktionale Ausdru
k in nur drei Kombinatorennebst Konstanten �ubersetzt werden kann, wodur
h Variablen vers
hwinden. Dieses Ver-fahren ist in der Praxis jedo
h ungeeignet, da selbst f�ur einfa
he Funktionen sehr s
hnellgro�e Kombinatorformen entstehen. Daher verwendet man ein anderes Verfahren, das so-genannte �-lifting. Dabei wird f�ur jeden �-Ausdru
k, der freie Variablen enth�alt, ein neuerKombinator eingef�uhrt, der die freien Variablen als zus�atzli
he Argumente verwendet. Diefreien Variablen werden somit zu Parametern und der Ausdru
k so in Kombinatorform�uberf�uhrt. Das �-lifting betra
htet dabei eine �-Abstraktion von innen na
h au�en. Dasoben angef�uhrte Beispiel l�asst si
h in Kombinatorform wie folgt ums
hreiben:� f x = f(f x) � x = � x x 
 f = �fIn dieser Kombinatorform werden uneÆziente Kopien von Teilausdr�u
ken vermieden unddie G-Mas
hine kann einen in dieser Form vorliegenden, funktionalen Ausdru
k mit ein-fa
hen Reduktionss
hritten auswerten.3.2 Arbeitsweise der G-Mas
hineDie G-Mas
hine verwendet einen einfa
hen Kellerspei
her (Sta
k). Auf dem Sta
k liegenZeiger auf die Applikationsknoten entlang des Pfades zum Kombinator. Ganz oben aufdem Sta
k liegt der Zeiger auf den Kombinator selbst. Dieser Pfad ist das bereits imletzten Kapitel angespro
hene R�u
kgrat (engl. spine) des Graphen. Man spri
ht bei derUmsetzung des R�u
kgrats der Funktion auf den Sta
k au
h vom Abrollen der Funktion.Graphis
h kann man si
h die Darstellung des R�u
kgrats auf dem Sta
k wie in Abbildung8 vorstellen.Die Auswertung mit der G-Mas
hine startet mit einem Zeiger auf die Spitze des Keller-spei
hers. Dort kann entweder ein Knoten f�ur einen nullstelligen Kombinator stehen oderein Applikationsknoten. Wenn es si
h um einen nullstelligen Kombinator handelt, so kannsofort die erste seiner Anweisungen angesprungen werden, das Ergebnis der Auswertungkann direkt bestimmt werden. Handelt es si
h um einen Applikationsknoten, so hat manzwei Zeiger: einer zeigt auf die anzuwendende Funktion, der andere auf deren Argument.Die anzuwendende Funktion kann wiederum ein Applikationsknoten sein. So wird s
hritt-weise das R�u
kgrat auf den Sta
k abgerollt, in dem f�ur jeden Applikationsknoten an derSpitze des Sta
ks der Zeiger auf die zugeh�orige Funktion auf den Sta
k gelegt wird. Derletzte Zeiger, der auf dem Sta
k abgelegt wird, ist demna
h ein Kombinator.Steht ein Kombinator f an der Stapelspitze, so muss die Stelligkeit von f ermittelt undans
hlie�end die Zahl der Argumente auf dem Sta
k gepr�uft werden. Ans
hlie�end wirdf vom Stapel entfernt, der Stapel umgeordnet und die erste Anweisung von f ange-sprungen. Beim Umordnen werden Zeiger auf die Anwendungsknoten dur
h Zeiger aufdie Ausdr�u
ke, die Argumente f�ur f sind, ersetzt. Die Mas
hine f�ahrt ans
hlie�end mitden Anweisungen von f fort. Die Anweisungen der Kombinatoren und somit au
h vonf liegen bereits dur
h den G-Mas
hinen-Compiler in Mas
hinen
ode vor, so dass diese10
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kgrat eines Graphen und Sta
k-Darstellungdirekt ausgef�uhrt werden k�onnen. Die ben�otigten Argumente liegen ja bereits auf demSta
k.Diese Vorgehensweise kann rekursiv auf auszuwertende Teilausdr�u
ke angewendet werden.Au
h hier wird an der Wurzel des Redex angesetzt und �uber die Applikationsknoten dasR�u
kgrat des Teilausdru
ks abgerollt.Die gesamte Auswertung kann man in einer Haupts
hleife in folgendem Algorithmus grobzusammenfassen:1.) bestimme den n�a
hsten Redex (mit Hilfe des Kellerspei
hers f�ur das R�u
kgrat desbetra
hteten Ausdru
ks)2.) ist der Redex ein Kombinatorredex, dann wende den Mas
hinen
ode f�ur den Kom-binator an (wodur
h der Graph manipuliert wird), wenn der Redex hingegen eineApplikationsredex ist, dann werte die Argumente (ggf. rekursiv) aus, bere
hne denFunktionswert und ersetze den Redex dur
h das Resultat3.) aktualisiere den Kellerspei
her mit dem R�u
kgratZur Verdeutli
hung sei no
h einmal das Beispiel vom Anfang des Kapitels herangezogen.Der Ausdru
k square(square(4)) l�asst si
h, wie bereits erl�autert, in Kombinatorformwie folgt angeben: � f x = f(f x) � x = � x x 
 f = �fZu jedem Kombinator gibt es nun eine Graphreduktionsregel, wie sie in Abbildung 9abgebildet sind. Diese entstehen quasi dur
h Umsetzung der linken und der re
hten Seiteder Regelglei
hung. Um nun den Ausdru
k square(square(4)) auszuwerten, muss derGraph f�ur 
 � 4 reduziert werden. Dabei wird na
h dem obigen Algorithmus vorgegangen.11
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Auf die Angabe des jeweiligen Sta
k f�ur jeden S
hritt werde i
h an dieser Stelle verzi
hten.Die Auswertung des Graphen zeigt Abbildung 10.Man erkennt in der Abbildung, dass der Graph eÆzient ausgewertet wird, da unn�otigeKopien vermieden werden und der Graph w�ahrend der Auswertung sehr kompakt bleibt.Na
h dem Verfahren der �-Reduktion auf dem abstrakten Syntaxbaum w�are der Graphunglei
h gr�o�er geworden, ni
ht zuletzt dur
h notwendige Kopien von Teilausdr�u
ken.Betra
htet man das Auswertungsverfahrens der G-Mas
hine, so stellt man fest, dass beider Auswertung eines funktionalen Ausdru
ks in jedem S
hritt ni
hts anderes passiert,als das Umlegen von Zeigern, das Anlegen von Applikationsknoten und die Ausf�uhrungvon Æ-Reduktionen �uber elementare Operationen. Die dazu notwendigen Mas
hinenbefeh-le werden vom G-Mas
hinen-Compiler f�ur jeden Kombinator erzeugt. Au�erdem erzeugtder Compiler Befehle, um den anf�angli
hen Graphen aufzubauen. In Ermangelung einesCompilers (die G-Mas
hine in ihrer Reinform wird heute leider nirgendwo mehr verwen-det), kann an dieser Stelle kein konkreter G-Code f�ur das Beispiel angegeben werden. Einausf�uhrli
heres Beispiel der Auswertung eines funktionalen Ausdru
ks (Fibona

i-Zahlen)�ndet si
h bei [S
h94℄. Dort ist au
h der konkrete G-Code und die komplette Graphre-duktion f�ur das Beispiel mitangegeben.Die so erzeugte Graphreduktion stellt damit eine eÆzientere M�ogli
hkeit der Auswertungda. Es gibt weitere Optimierungen dieses Konzeptes, z.B. die Verwendung von Extra-Sta
ks oder die �Uberf�uhrung von Teilausdr�u
ken in Sta
k-Code. Ein weiter opimiertesKonzept stellt das n�a
hste Kapitel mit der STG-Mas
hine vor.12
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4 Erweiterung zur STG-Mas
hineEine Erweiterung der G-Mas
hine ist die Spineless Tagless G-Mas
hine (kurz: STG-Mas
hine). Au
h hier liegt wieder eine Graphreduktionsmas
hine vor, die nun aber einbesonderes Augenmerk auf die eÆziente Einzels
hrittsemantik legt. Bislang wurden beider G-Mas
hine Argumente einzeln einer Funktion �ubergeben und es entstanden so stetsneue Funktionen auf dem Heap. Die STG-Mas
hine hat, wie der Name s
hon sagt, keinR�u
kgrat mehr (daher: spineless). Anwendungen von Funktionen k�onnen ohne zus�atzli-
he Heap-Spei
herzellen ausgewertet werden. Ferner ist die STG-Mas
hine in der Lage,in einem S
hritt beliebig viele Argumente auf eine Funktion anzuwenden.Ein weiterer Unters
hied zur G-Mas
hine ist die Eigens
haft, dass die Werte auf demHeap eine einheitli
he Darstellung haben, so dass keine Markierung (engl. tag) mehr mit-gespei
hert werden muss. Bei der G-Mas
hine musste f�ur jedes Element auf dem Heapunters
hieden werden, um was f�ur eine Art Wert (Funktions-/Datenwert oder no
h aus-zuwertender Ausdru
k) es si
h handelt. Der Na
hteil der G-Mas
hine ist, dass in jedemS
hritt erst einmal die Markierung ausgewertet werden muss. Dieser Na
hteil wird dur
hdie einheitli
he Darstellung bei der STG-Mas
hine behoben. Hier sind keine interpretie-renden Zwis
hens
hritte notwendig, da jede Spei
herzelle eine "Methode" beinhaltet, diedirekt angesprungen werden kann.Der Hauptunters
hied liegt neben den bereits erw�ahnten besonderen Merkmalen in derMas
hinenspra
he, die die STG-Mas
hine interpretiert. W�ahrend die G-Mas
hine no
hauf G-Code, also einem abstrakten Mas
hinen
ode, operiert, verwendet die STG-Mas
hineeine kleine funktionale Zwis
henspra
he, die STG-Spra
he, auf der sie operiert. Das hatden Vorteil, dass die Portierung von einer h�oheren funktionalen Programmierspra
he indie STG-Spra
he ni
ht so komplex ist, wie die �Ubersetzung in G-Code. Die STG-Spra
hebesteht aus einer speziellen Notation von �-Ausdr�u
ken, so dass eine Umsetzung vom�-Kalk�ul in die STG-Spra
he keinen gro�en Aufwand darstellt.4.1 Die STG-Spra
heDie funktionale Zwis
henspra
he der STG-Mas
hine, die STG-Spra
he, basiert im wesent-li
hen auf �-Ausdr�u
ken. Diese Ausdr�u
ke fallen im Gegensatz zu der bereits bekanntenForm eines �-Ausdru
ks dur
h eine spezielle Notation auf. Ein �-Ausdru
k in der STG-Spra
he de�niert si
h in der folgenden Form:l = fv1; : : : ; vngn�fx1; : : : ; xmg ! exprDabei sind fv1; : : : ; vng die freien Variablen des Ausdru
ks und fx1; : : : ; xmg die Parameterder Funktion. � ist ein sogenanntes Update
ag, wel
hes sp�ater bei der Auswertung n�aherbes
hrieben wird. Man sieht hier s
hnell, dass ein �Ubergang vom �-Kalk�ul zur �-Form derSTG-Spra
he nur eine formale Umstellung bedeutet. Eine �Ubersetzung kann zum Beispielwie folgt aussehen: (�x:x � x) =) fgn�fxg ! �#fx; xgDie gesamte Syntax der STG-Spra
he l�asst si
h zusammenfassend formal wie in Abbildung11 angeben. Ein STG-Programm besteht also vom Grundprinzip her aus einer Mengevon Bindungen. Der Wert des gesamten Programms ist der Wert der auf diese Weise14



Programm prog ! bindsBindungen binds ! var1 = lf1 : : : : : varn = lfn n � 1�-Ausdr. lf ! varsf n � varsa ! exprUpdate-Flag � ! u updatenj n ni
ht upd.Ausdru
k expr ! let binds in expr lokale Def.j letre
 binds in expr lokale Rek.j 
ase expr of alts Case-Ausdr.j var atoms Fkt.appl.j 
onstr atoms Konstr.Anw.j prim atomsj literalAlternativen alts ! aalt1; : : : ; aaltn; default n � 0 alg.j palt1; : : : ; paltn; default n � 0 prim.alg. Altern. aalt ! 
onstr vars! exprprim. Altern. palt ! literal ! exprDef. Altern. default ! var ! exprj default! exprLiterale literal ! 0#|1#|2#|3#|: : : Int.zahlenPrim. Oper. prim ! +#|-#|*#|/#|: : : Int.oper.Var.liste vars ! fvar1; : : : ; varng n � 0Atom-Liste atoms ! fatom1; : : : ; atomng n � 0atom ! var j literalAbbildung 11: Syntax der STG-Spra
hegebundenen parameterlosen Funktion main. F�ur die Auswertung des Beispiel square(4)kann das Programm in STG-Spra
he wie folgt angegeben werden:main = {} \n {} -> square {4}:square = {} \n {x} -> *\# {x,x}4.2 Auswertung mit der STG-Mas
hineDie Auswertung von Programmen kann �uber die operationelle Semantik bes
hrieben wer-den. Da man eine operationelle Semantik sehr gut dur
h ein Transitionssystem darstellenkann, gibt man f�ur die STG-Mas
hine einen Anfangszustand und eine Reihe von Trans-formationsregeln an. Ein Zustand der Mas
hine wird �uber ein 6-Tupel dargestellt. Das6-Tupel besteht aus einer Code-Komponente, drei Sta
ks, dem Heap und einer globalenUmgebung.4.2.1 Aufbau eines Zustandes der STG-Mas
hineDer Heap versteht si
h als Abbildung von Adressen auf Spei
herzellen, deren Inhalt alsClosure bezei
hnet wird. Jede Closure kann als Funktion und somit als ges
hlossenerAusdru
k (daher der Name) interpretiert werden. Der Inhalt der Closure besteht aus15

einem �-Ausdru
k, wie in der Spra
he bereits de�niert, und Werten, wobei ein Wertentweder eine weitere Heapadresse oder eine Zahl ist. �Uber die Werte werden die freienVariablen des �-Ausdru
ks belegt. Es liegt immer die glei
he Anzahl von Werten undfreien Variablen vor.In der Code-Komponente sind die Informationen �uber die n�a
hste Aktion der STG-Mas
hine enthalten. Sie nimmt einen von vier Zust�anden an, die einem Befehl entspre
hen,der ausgef�uhrt wird. Die folgenden vier Befehle sind m�ogli
h:� Eval Ausdru
k �Wertet den Ausdru
k unter Ber�u
ksi
htigung der lokalen Umgebung � aus und wen-det seinen Wert auf die Argumente auf dem Argument-Sta
k an.� Enter HeapadresseWendet die Closure an der gegebenen Heap-Adresse auf die Argumente auf demArgument-Sta
k an. Es erfolgt dabei eine Bindung der freien Variablen des �-Ausdru
ks an die Werte aus dem Closure und eine Bindung der gebundenen Va-riablen an Werte vom Argument-Sta
k. Das Ergebnis ist eine lokale Umgebung f�urEval.� ReturnInt ZahlGibt eine Zahl an die aufrufende Bere
hnung, also eine Fortsetzung vom Update-Sta
k, zur�u
k. Bei einem Case-Ausdru
k wird dann die passende Alternative gew�ahltund deren Auswertung initiiert. Im anderen Fall ist die Zahl das Endergebnis einerAuswertung.� ReturnCon Konstruktor WerteWendet den Konstruktor auf die Werte an und gibt das entstehende Datenobjektzur�u
k an eine Fortsetzung, die auf dem Update-Sta
k abgelegt wurde oder termi-niert.Die �Uberg�ange von einem Zustand der Code-Komponente in einen anderen kann �ubereinen einen endli
hen Automaten �uber die m�ogli
hen Befehle wie in Abbildung 12 darge-stellt werden. Bei den S
hleifen an den Befehlen Enter und ReturnCon erfolgt jeweils einsogenanntes Update. Bei einem Update werden dieselben Zust�anden erneut dur
hlaufen,jedo
h mit zuvor na
h bestimmten, vom aktuellen Zustand abh�angigen Regeln ge�ander-ten Zuordnungen f�ur freie und gebundene Variablen oder Ausdr�u
ke auf dem Heap an derentspre
henden Adresse.
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UpdateTTAbbildung 12: Zustands�uberg�ange in der Code-KomponenteDie drei Sta
ks der STG-Mas
hine sind der Argument-Sta
k, der Return-Sta
k und derUpdate-Sta
k. 16



� Argument-Sta
kDer Argument-Sta
k nimmt, wie der Name bereits sagt, Argumente f�ur Funkti-onsaurufe auf. Diese Argumente k�onnen entweder Heapadressen oder Integerzahlensein. Der Sta
k wird bei der Auswertung von Funktionsapplikationen aufgebaut undbeim Betreten von Closures gelesen.� Return-Sta
kDer Return-Sta
k wird f�ur die korrekte Auswertung von Case-Ausdr�u
ken ben�otigt.Bei der Auswertung eines sol
hen Ausdru
ks werden die Alternativen und die aktu-ellen Variablenbelegungen (au
h Fortsetzung oder Continuations genannt) auf demReturn-Sta
k gesi
hert. Ans
hlie�end wird mit der Auswertung des Teilausdru
ksfortgefahren. Na
h Abs
hluss der Auswertung wird der Sta
k ausgelesen und diepassende Alternative ausgew�ahlt.� Update-Sta
kDer Update-Sta
k wird nur bei einem gesetzten Update-Flag nu eines �-Ausdru
ksverwendet. Wird eine Closure mit diesem Flag betreten, wird ein Eintrag mit der ent-spre
henden Adresse auf dem Sta
k abgelegt. Zus�atzli
h werden sowohl der Return-als au
h der Argument-Sta
k auf dem Update-Sta
k gesi
hert und entleert. DieAuswertung eines Closure startet also mit leeren Sta
ks. Daher wird sp�ater bei ei-nem leeren Return-Sta
k ein Update ausgel�ost. Bei dem Update wird der obersteSta
k-Eintrag ausgelesen und die anderen Sta
k wiederhergestellt. Die Closure ander gespei
herten Adresse wird dur
h das Auswertungsergebnis �ubers
hrieben.In der STG-Mas
hine werden au
h no
h Ausdr�u
ke mit Variablen verwendet, die es erfor-derli
h ma
hen, eine globale Umgebung zu verwendet. Die globale Umgebung ordnet jederglobal im Programm de�nierten Variable die zugeh�orige Adresse auf dem Heap zu, an derdas entspre
hende Closure zu �nden ist. Die globale Umgebung ist im Gegensatz zu denanderen Komponenten konstant und wird im Laufe der Auswertung ni
ht ver�andert.4.2.2 Der AnfangszustandF�ur die Auswertung eines funktionalen Programms startet die STG-Mas
hine in einemAnfangszustand. Im Anfangszustand sind alle drei Sta
ks zun�a
hst leer, da es weder Argu-mente, no
h wartende Case-Anweisungen oder Updates gibt. Die Heapbelegung ergibt si
haus den Top-Level-Bindungen, in deren belegten Heapzellen die �-Ausdr�u
ke abgelegt wer-den. Die lokale Umgebung enth�alt die Adressen der Closures, die den Variablen der Bin-dungen zugeordnet sind. Diese lokale Umgebung ist zuglei
h au
h die globale Umgebungdes Programms. Die Code-Komponente enth�alt nur einen Befehl, der Eval (main fg) fglautet, d.h. die Abarbeitung startet mit der Auswertung der Funktion main (vgl. [Jon92℄).4.2.3 Auswertung mit UpdatesFunktionsaufrufe werden bei der STG-Mas
hine dadur
h realisiert, dass zun�a
hst alle Ele-mente auf den Sta
k gelegt werden und dann der Code der Funktion angesprungen wird.Man nennt diese Strategie au
h Push-Enter-Verfahren. F�ur die gesamte �Ubersi
ht der17

Funktionsaufrufe verweise i
h auf die Literatur1. Die Angabe der kompletten �Ubergangs-regeln w�urde den Rahmen dieser Arbeit sprengen.Im Zustand Eval der Code-Komponente erfolgt, wie bereits kurz bes
hrieben, die Aus-wertung des angegebenen funktionalen Ausdru
ks. Dabei werden mehrere Fallunters
hei-dungen gem�a� der Syntax des Ausdru
ks getro�en und ggf. auftretende Unterausdr�u
ke�uber einen Zustandswe
hsel in Eval Unterausdru
k weiter ausgewertet. Ist im auszuwer-tenden Ausdru
k eine Variablen-Applikation an eine Closure und damit an eine Funktiongebunden (die Variable beinhaltet eine Adresse), so erfolgt ein Zustandswe
hsel zu Enter,die Closure wird also "betreten" und die Funktion ausgef�uhrt. Zuvor werden no
h dieWerte der aktuellen Umgebung auf den Argument-Sta
k ges
hrieben.F�ur Bere
hnung einer Closure wird nun das Update-Flag ben�otigt. Um zu ents
heiden,wann wel
hes Flag gesetzt werden muss (nu f�ur Update oder nn f�ur kein Update), k�onnenvers
hiedene Klassen von �-Ausdr�u
ken gebildet werden.� Manifeste FunktionenManifeste Funktionen sind Funktionen mit ni
ht leerer Parameterliste. Hier ma
htein Update keinen Sinn, da die Funktion bereits in Kopf-Normalform vorliegt undni
ht weiter reduziert wird.� Partielle AufrufeEin partieller Aufruf hat die Formvsnnfg ! ffx1; : : : ; xmgDabei ist f eine Funktion, die mehr als m Parameter ben�otigt. Da aber au
h hierdie Kopf-Normalform vorliegt, wird das Update
ag auf nn gesetzt.� Konstruktorausdru
kEin Konstruktorausdru
k hat die Formvsnnfg ! 
fx1; : : : ; xmgEin Konstruktorausdru
k hat immer das Update
ag nn.� verz�ogerte AuswertungenEinzig bei verz�ogerten Auswertungen wird das Update
ag auf nu gesetzt. Wird eineverz�ogerte Auswertung mindestens zweimal ben�otigt, errei
ht man einen EÆzienz-gewinn.Diese Flags kommen nun beim Betreten einer Closure mit Enter Adresse zum tragen.Wenn das Flag auf nn gesetzt ist, also kein Update erfolgen soll, wird versu
ht, f�ur jede ge-bundene Variable des Ausdru
ks eine Belegung vom Argument-Sta
k zu lesen. Wenn diesesgelingt, liegt eine neue Umgebung � vor, in der alle gebundenen Variablen eindeutig belegtsind, und es kann mit der Auswertung des Ausdru
ks �uber Eval Ausdru
k � fortgefahrenwerden. Der Argument-Sta
k ist um die gelesenen Argumente reduziert worden. Wenn zuwenig Argumente als ben�otigt auf dem Sta
k liegen, dann gibt es zwei m�ogli
he Ursa
hen:ein Typfehler im Programm oder ein Update einer partiellen Applikation. Im letzterenFall ist folgendes passiert: bei der Auswertung einer partiellen Applikation lagen zu we-nig Argumente auf dem Argument-Sta
k. Deswegen wird der aktuelle Argument-Sta
k1eine Kurz�ubersi
ht wird in [Jon92℄, [Nie98℄ und [Wel00℄ gegeben18



mit dem gesi
herten Argument-Sta
k vom Update-Sta
k vers
hmolzen, damit gen�ugendArgumente vorliegen, und ein Heapzellen-Update dur
hgef�uhrt. Ans
hlie�end wird dasUpdate dur
h erneutem Dur
hlaufen des aktuellen Zustandes mit dem neuen Heap undArgument-Sta
k dur
hgef�uhrt.Bei gesetzten Update-Flag soll die Closure na
h der Bere
hnung ihres Inhaltes dur
hdas Resultat ersetzt werden. Dazu wird zun�a
hst der Argument- und Return-Sta
k aufden Update-Sta
k ges
hrieben und beide Sta
ks geleert, um eine weitere Verwendung�ubergeordneter Argumente zu verhindern. Dur
h den nun leeren Return-Sta
k wird einUpdate der Heapzelle ausgel�ost und dann das Resultat des ausgewerteten Ausdru
ks andie aufrufende Bere
hnung zur�u
kgegeben.Im Zustand ReturnCon sind eine Reihe von Unters
heidungen zu tre�en. Bei leeremReturn-Sta
k ist dieses im aktuellen Ausdru
k die letzte R�u
kgabe. Ist zus�atzli
h derUpdate-Sta
k leer, so terminiert das Programm, im anderen Fall kann ein Update dur
h-gef�uhrt werden. Das Resultat wird also als neue Closure in die Heapzelle mit der aufdem Update-Sta
k liegenden Adresse ges
hrieben. Um aus dem Resultat die Closure zuerzeugen, werden freie Variablen benutzt, die mit den �ubergebenen Werten belegt wer-den. Der Return- und Update-Sta
k werden ans
hlie�end wieder hergestellt. Abs
hlie�endwird unter der ge�anderter Umgebung der aktuelle Zustand no
h einmal dur
hlaufen unddamit das Update dur
hgef�uhrt. Bei ni
ht leerem Return-Sta
k liegen auf dem Sta
k inder Regel Alternativen eines Case-Ausdru
ks. Kann der Konstruktor einer Alternativezugeordnet werden, wird der zugeh�orige Ausdru
k weiter ausgewertet, glei
hes gilt f�ur dieStandardalternative, falls keine Alternative gefunden werden konnte.Der letzte Zustand, der no
h etwas n�aher erl�autert werden soll, ist der Zustand ReturnInt.Hier ist ledigli
h zu unters
heiden, ob der Return-Sta
k leer ist oder ni
ht. Im erstenFall liegt eine Termination des Programms vor. Im zweiten Fall liegen im Normalfallauf dem Return-Sta
k die Alternativen eines zuvor ausgewerteten Case-Ausdru
ks. Tri�tdie Zahl auf eine der Alternativen zu, so wird der entspre
hend zugeh�orige Ausdru
kmit der aktuellen Umgebung weiter ausgewertet, genauso, wenn die Zahl auf keine derAlternativen zutri�t, aber eine Standardalternative mit default existiert.Eine sehr gute graphis
he �Ubersi
ht �uber die Vorgehensweise der Auswertung bei deneinzelnen Zust�anden der Code-Komponente �ndet si
h bei [Wel00℄ in Kapitel 3. Ein kon-kretes Auswertungsbeispiel f�ur die STG-Mas
hine ist in [Nie98℄ angegeben.4.2.4 TerminierungDie Auswertung eines Ausdru
ks dur
h die Mas
hine ist dann beendet, wenn keine Aus-wertungregel mehr anwendbar ist, also kein Folgezustand angegeben werden kann oderder Ausdru
k in Kopf-Normalform vorliegt (vgl. [Jon92℄). Man spri
ht dann davon, dassdie Mas
hine terminiert. Mehrere Gr�unde k�onnen f�ur die Terminierung der Mas
hinezust�andig sein:� Korrekte Bere
hnungDas Programmwurde komplett ausgewertet, das Ergebnis steht in der Code-Komponente.� Unvollst�andige Bere
hnungDie STG-Ma
hine realisiert eine verz�ogerte Auswertung. Da die Mas
hine bereits19

na
h Bere
hnung der Kopf-Normalform terminiert, kann das Ergebnis unbere
hneteTeilausdr�u
ke enthalten.� Ni
ht korrektes STG-ProgrammBei von Hand generierten STG-Programmen kann es vorkommen, dass zur LaufzeitTypfehler oder �Ahnli
hes auftreten. Dies kann zu unvorhergesehenen Mas
hinen-zust�anden f�uhren. Bei einer Generierung des STG-Codes mit einem Compiler istdieses in der Regel ausges
hlossen, da der Compiler zuvor bereits Typpr�ufungenund �Ahnli
hes vornimmt.� Physikalis
he ProblemeBei der Auswertung ist der hardwarem�a�ig gegebene Spei
her f�ur den Aufbau derSta
ks und des Heaps begrenzt. Unter Umst�anden kann es zu einem �Uberlauf ge-kommen sein.Ein korrekter Terminierungszustand ist also nur in den ersten beiden F�allen gem�a� denSpezi�kationen in [Jon92℄ gegeben.5 ZusammenfassungIn dieser Arbeit sind zwei Konzepte vorgestellt worden, um funktionale Ausdr�u
ke mit-tels Graphreduktion auszuwerten. Dieses Verfahren �ndet si
h heute in vielen funktionalenCompilern. Die STG-Mas
hine wird in der Praxis beispielsweise im Glasgow Haskell Com-piler (GHC) verwendet, um imperativen Code aus einem funktionalen Haskell-Programmzu erzeugen, wel
her dann zum fertigen Programm weiter
ompiliert wird. Obwohl derCompiler auf der STG-Mas
hine beruht, kann man dort bereits di�erenten Code zurin [Jon92℄ angegebenen Spezi�kation feststellen, vermutli
h au
h s
hon aufgrund weite-rer Verbesserungen und Anpassungen des Mas
hinenmodells. Au
h eine Erweiterung umdie Konzepte des Memoization und Ca
hing (vgl. au
h [Wel00℄) stellen interessante Er-weiterungen bei der STG-Mas
hine dar, da si
h so wiederholte identis
he Bere
hnungenvermeiden lassen.Insgesamt zeigt si
h, dass die G-Mas
hine und ihre optimierten und erweiterten Na
hfol-ger ein eÆzientes Werkzeug zur imperativen Auswertung eines funktionalen Ausdru
ksdarstellen. In der Literatur �nden si
h no
h Hinweise, dass die G-Mas
hine derzeit no
hetwa halb so s
hnell sein soll, wie ein entspre
hendes C-Programm, do
h wird dort au
hdamit gere
hnet, dass bei weiterer Entwi
klung ein Glei
hstand bald errei
ht sein wird.Dur
h stetige Optimierungen ist die Graphreduktion so zu einem Werkzeug mit realisti-s
her EÆzienz bei der Auswertung funktionaler Ausdr�u
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